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Предел числовой функции

1. Основные определения
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Число 
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Число 
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Пределы слева и справа называются односторонними пределами. Для существования предела функции 
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 необходимо и достаточно, чтобы оба односторонних предела в этой точке существовали и были равны, т.е. 
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Число 
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Аналогично выглядят определения предела функции при 
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Предел функции 
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Функция 
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Если в окрестности точки 
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Арифметические операции над функциями, имеющими предел

Если функции 
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В табл. 1 приведены соотношения пределов суммы, произведения и частного двух функций в случае бесконечного предела функции:












Таблица 1
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2. Основные правила раскрытия неопределенностей

Неопределенность вида 
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, заданная отношением двух многочленов. Для раскрытия такой неопределенности надо числитель и знаменатель дроби разделить на самую высокую входящую в них степень переменной.

Пример 1. Вычислить
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Решение. Для раскрытия неопределенности можно либо разделить числитель и знаменатель на наибольшую степень переменной, то есть на 
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 в числителе и в знаменателе дроби и сократить ее, учитывая, что величина обратная бесконечно большой величине есть бесконечно малая величина:
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Решение. В этом примере переменная в наибольшей степени находится в числителе:
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Решение. В данном случае степень числителя совпадает со степенью знаменателя:
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На основе рассмотренных выше примеров можно записать следующее правило:
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Неопределенность вида 
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, заданная отношением двух многочленов. Для раскрытия такой неопределенности надо сократить дробь на критический множитель 
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Пример 2. Вычислить пределы
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Решение. Выделим в числителе и знаменателе дроби критический множитель 
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Решение. В этом примере критическим множителем будет выражение 
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. В знаменателе при разложении на множители воспользуемся формулой разности кубов:
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Решение. Здесь выделяем в числителе и знаменателе множитель 
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, для чего в знаменателе применяем формулу суммы кубов, а в числителе пользуемся правилом деления многочлена на многочлен.
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Неопределенность вида 
[image: image144.wmf]0

0

, заданная иррациональными выражениями.

Для раскрытия этой неопределенности необходимо избавиться от иррациональности.

Пример 3. Найти пределы
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Решение. В данном случае иррациональное выражение  находится в знаменателе дроби. Чтобы избавиться от иррациональности умножим знаменатель и числитель дроби на выражение, сопряженное иррациональному. Далее в знаменателе применим формулу разности квадратов. Получим неопределенность вида 
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, заданную отношением многочленов, способы раскрытия которой показаны в примере 2:
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2) 
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Решение. Здесь иррациональность содержится как в знаменателе, так и в числителе, причем в знаменателе имеем кубический корень. Будем умножать числитель и знаменатель дроби на выражение, сопряженное числителю и трехчлен, дополняющий выражение, стоящее в знаменателе до формулы разности кубов:
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Неопределенность вида
[image: image152.wmf]¥

¥

, заданная иррациональными выражениями.

Для раскрытия неопределенности надо выделить в числителе и знаменателе старшие степени переменной и сократить дробь под знаком предела.

Пример 4. Вычислить пределы

1) 
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Решение. 
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2) 
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Решение. 
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Так как в знаменателе получили выражение под знаком модуля, будем рассматривать 2 случая:

a) 
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Неопределенность вида 
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Неопределенное выражение вида 
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 преобразуется к неопределенностям, рассмотренным выше.

Пример 5. Найти пределы

1) 
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Решение. Приведя дробь к общему знаменателю, получим неопределенность вида 
[image: image162.wmf]0
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, заданную отношением двух многочленов:
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2) 
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Решение. Умножив и поделив выражение под знаком предела на сопряженное, избавляемся от неопределенности:
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Неопределенность вида 
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 сводится к неопределенностям вида 
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3. Замечательные пределы

Широко используются следующие два замечательных предела:
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3.1

Этот предел называют первым замечательным пределом.
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3.2

Это второй замечательный предел. Если в равенстве 
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. Тогда получим другую форму записи второго замечательного предела:
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3.3

Пример 1.

1) Найти 
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Решение. Чтобы можно было воспользоваться первым замечательным пределом, преобразуем числитель и знаменатель:


[image: image179.wmf]5

7

5

5

sin

7

7

sin

lim

5

7

lim

5

5

5

sin

7

7

7

sin

lim

5

sin

7

sin

lim

0

0

0

0

=

×

=

×

×

=

®

®

®

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

.

2) Найти 
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Решение. С целью применения второго замечательного предела разделим числитель и знаменатель на 
[image: image181.wmf]x

, в показателе степени записываем выражение обратное прибавляемому к единице и компенсируем его соответствующим множителем так, чтобы в результате показатель степени остался прежним:
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Подобным образом раскрываются неопределенности вида 
[image: image183.wmf]¥
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.
Неопределенное выражение получается при вычислении пределов
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 и преобразовывают выражение к виду
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3.4

Пример 2. Найти 
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Решение. Выделим в основании степени единицу и воспользуемся указанным выше методом:
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 EMBED Equation.3  [image: image191.wmf](
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4. Сравнение бесконечно малых функций

Для сравнения двух бесконечно малых функций 
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4.1

Если 
[image: image196.wmf]0

¹

С

, то 
[image: image197.wmf](

)

x

a

 и 
[image: image198.wmf](

)

x

b

 называются бесконечно малыми величинами одного порядка. Если 
[image: image199.wmf]0

=

С

, то 
[image: image200.wmf](

)

x

a

 называется бесконечно малой более высокого порядка по сравнению с 
[image: image201.wmf](

)

x

b

, а 
[image: image202.wmf](

)

x

b

 - бесконечно малой более низкого порядка по сравнению с 
[image: image203.wmf](

)

x

a

. Если 
[image: image204.wmf]¥

=

С

, то 
[image: image205.wmf](

)

x

b

 называется бесконечно малой более высокого порядка по сравнению с 
[image: image206.wmf](

)

x

a

. Если


[image: image207.wmf](

)

(

)

1

lim

0

=

®

x

x

x

x

b

a

, 





4.2

то 
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Если 
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4.3


[image: image218.wmf](

)

x

a

arcsin

~
[image: image219.wmf](

)

x

a

; 




4.4


[image: image220.wmf](

)

(

)

x

a

+

1

ln

~
[image: image221.wmf](

)

x

a

; 




4.5


[image: image222.wmf](

)

1

-

x

e

a

~
[image: image223.wmf](

)

x

a

;





 4.6


[image: image224.wmf](

)

x

tg

a

~
[image: image225.wmf](

)

x

a

;





 4.7


[image: image226.wmf](

)

x

arctg

a

~
[image: image227.wmf](

)

x

a

;




 4.8


[image: image228.wmf](

)

(

)

1

1

-

+

m

x

a

~
[image: image229.wmf](

)

m

x

a

;



 4.9


[image: image230.wmf](

)

1

-

x

a

a

~
[image: image231.wmf](

)

a

x

ln

a

; 




4.10


[image: image232.wmf](

)

(

)

(

)

x

x

a

a

1

1

+

~
[image: image233.wmf]e

.




 4.11

Можно доказать, что если 
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4.12

Пример 1. Найти предел 
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Решение. Воспользуемся тем, что при 
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Пример 2. Найти 
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Решение. Заметим, что при 
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Пример 3. Вычислить 
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Решение. Проведем под знаком предела тригонометрические преобразования и воспользуемся эквивалентностью 4.3:
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Пример 4. Вычислить 
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Решение. Введем новую переменную 
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Задания для самостоятельной работы

Найти указанные пределы
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5. Непрерывность функций
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Таким образом, функция 
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Если хотя бы одно из условий непрерывности не выполнено, то точка 
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Пример 1. Найти точки разрыва и построить график следующих функций:
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Решение. а) Данная функция является неэлементарной, так как она задана двумя различными выражениями для различных интервалов изменения аргумента и может иметь разрыв в точке 
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, в которой ее аналитическое выражение меняется. Найдем односторонние пределы данной функции в этой точке:
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Найдем значение функции в данной точке: 
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Точка 
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 является точкой разрыва первого рода.
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Следовательно, в точке 
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 функция терпит разрыв второго рода.

Исследуем теперь точку 
[image: image589.wmf]1

-

=

x

, в которой функция меняет аналитическое выражение:


[image: image590.wmf](

)

;

1

lim

)

(

lim

0

1

0

1

-

=

=

-

-

®

-

-

®

x

x

x

x

f



[image: image591.wmf].

1

1

lim

)

(

lim

0

1

0

1

-

=

=

+

-

®

+

-

®

x

x

x

x

f



[image: image592.wmf].

1

1

lim

)

(

lim

0

1

0

1

-

=

=

+

-

®

+

-

®

x

x

x

x

f


Таким образом, в точке 
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 функция непрерывна.
1

Исследовать данные функции на непрерывность и построить их графики
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Найти указанные пределы, используя эквивалентные бесконечно малые функции.
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Исследовать данные функции на непрерывность и построить их графики.
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Исследовать данные функции на непрерывность в указанных точках.
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№ 3. Продифференцировать данные функции.
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№ 4. Найти указанные пределы, используя правило Лопиталя.
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